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Editorial. 


Ponemos en manos de los distinguidos colegas el número III de Ele- 


mentos de Matemática, respecto del cual formulamos los siguientes 
comentarios: 


1. 


2 


Se ha incrementado en ocho el número de páginas que contenían 
los números I y II, a fin de dar cabida al material que se presenta. 


. Pese a ese aumento de capacidad ha sido necesario postergar para el 


número IV la segunda parte del estudio realizado por el ICMI sobre 
influencia de las computadoras y la informática en la Matemática y 
su enseñanza. 


Se incluye la segunda parte del trabajo del Dr. César E. Trejo y queda 
para el número IV, la tercera y última parte que se refiere a con- 
gruencia de figuras. 


. La sección Problemas en el Aula porpone una nueva lista de proble- 


mas con pistas para algunos de ellos. Aún cuando no se recibieran 
soluciones para los temas propuestos en el número Il, se incluye la 
solución detallada de los mismos. A partir del número IV —a publi- 
car en Junio proximo— no necesariamente se detallarán todas las 
cuestiones propuestas, pero sí, seguramente aquellas para las que se 
reciban sugerencias o soluciones parciales o totales. 


. Se insiste enfáticamente en lo puntualizado en el segundo párrafo 


del Editorial del número II para satisfacer los deseos y preferencias 
de los Colegas. 


Según se anticipó también en ese Editorial inauguramos la actividad 
Dialogando con el autor, para lo cual invitamos a todos los suscrip- 
tores a una primera reunión a realizarse el día 18 de Junio a las 18:30 
en la Sede Central de la Universidad CAECE, Avenida de Mayo 1396, 
Capital Federal. 

Sería muy propicio recibir antes de esa fecha todo planteo que se de- 
seare formular respecto de cualquier tema aparecido en Elementos 
de Matemática hasta el presente número. 


Por último, y de acuerdo a la Noticia publicada en el número ante- 
rior, se publica con el título de Nuevo Plan en la Provincia de Buenos 
Aires el apunte del Profesor Jorge Bosch con las primeras sugerencias 
y comentarios que el tema provoca. 


Cuando se encontraba en impresión este número, el 23 de marzo 
p.pdo. se produjo el inconveniente en las redes de alimentación eléctrica 
de la Ciudad de Buenos Aires, motivado por el meteoro pluvial. Como 
consecuencia de ello, y de todas las derivaciones imprevisibles, la dis- 
tribución del número III de Elementos de Matemática se realiza con 
una pequeña demora, por lo que solicitamos disculpas. 


— — u... U. U. UU U U 


€structuroción de lo geometrío 
medionte tronsformociones 


César A. Trejo 


8 5. LA PERPENDICULARIDAD Y LA SIMETRIA 


5.1 La perpendicularidad 


5.1.1 En una presentación orgánica de la geometría, la introduc- 
ción del concepto de perpendicularidad marca un jalón importante y 
debe ser precedida por actividades ambientantes tales como plegado de 
papel y constatación de que ciertas regiones se superponen, verifica- 
ción de una escuadra, etc. Pero luego, como “vuelco hacia la matemá- 
tica”, debe seguir una caracterización de la relación de perpendiculari- 
dad, tan formalizada como lo permita el grado de madurez del alumno. 


5.1.2 En términos intuitivos todos “sabemos” lo que significan am- 
bas expresiones 


alb A (1) 
las podemos ilustrar con figuras (fig. 10), y si alguna duda hubiera con 


Fig. 10 


respecto a la segunda recurriríamos a la experiencia con actividades co- 
mo las señaladas en 5.1.1. 

Pero ¿realmente sabemos lo que significan ambas expresiones (1)? 
En otras palabras ¿/o sabemos decir? Para la primera, a lb, ya lo hi- 
cimos en 2.3.1 al definir muy sencillamente el paralelismo sobre la ba- 
se de conceptos anteriores: relación de incidencia, intersección de con- 
juntos, conjunto unitario. En cambio esto no es posible para la segun-. 


da, r | s. O sea, no es posible definir la perpendicularidad sobre la ba- 
se de los conceptos geométricos introducidos hasta ahora. 


5.1.3 Entonces postularemos la existencia de la relación de perpen- 


dicularidad, a la cual exigiremos que cumpla ciertas condiciones, las es- 
trictamente necesarias para los desarrollos subsiguientes. 


POSTULADO DE PERPENDICULARIDAD 


Entre las rectas del plano EXISTE una relación llamada perpendicu- 
laridad e indicada por | , que cumple estas condiciones: 


gs. sir, +. 
es simétrica: 1-15 dto: del plano pasa una perpen 
recta r, PO 


on secantes. 
se dirige al profesor y no pre- 
n ante el alumno. Pa- 


na; 
s perpendiculares s 
te artículo rig 
idemos que E epetició | alu 
So ni so permitia) oa a : Ends en experiencias como 
eso bas ne presentación ción osa! de que la perpendicula- 
Ja atación Vi pel ; 
ls audid Se Vs eN Pa. Ps: Estas, una Vez admitidas, ser 
I 1: , 
le con | postulado como tal. 
espinoso problema de la introduc- 
esa palabra, y por el con- 


e 


proposi 
se pueden obtener otras prop 


it b. P i trar unos teo- 
$ : I es posible demostra 
ç esta condición no - a 
alel so onan precisamente la perpendicularidad con el 
remas básicos q 
> paralelismo. 


4] 
En el capítulo VII de [ 
hecho, que allí no se mencion 


5.2 Relaciones entre para 
Nos limitamos a las que usa 


detenido donde el lector podrá constatar este 


ollo 
se da un de intuitivo de la presentación. 


a por el carácter intui 
lelismo y perpendicularidad 

remos más adelante. 

ndiculares a una tercera son paralelas. 


qe . Dos rectas perpe: a : 
EEE unto común deben coincidir en virtud de la uni- 


A 


A 
S Ro si tienen 3 p 
_ cidadafi en Pz. | 
de aaa ° cir, usando el postulado de Euclides del para- 


FSF OLARIO En el plano de dos rectas perpendiculares, toda recta 
paralela a una de ellas es perpendicular a la otra. 
5.3 Lasimetría ortogonal | 
531 DEFINICION. La simetría ortogonal S, : 1 — 7 de eje e es Ja si- 
| metr a paralela (4.3.1) Se,p de eje e y paralelamente a p, siendo p una 
| recta perpendicular a e (fig. 11). 


| 
| 
| 


Fig. 11 


La definición es legítima pues Sa p no depende de la perpendicu- 
lar p elegida. Esto resulta del teorema de 5.2 y la transitividad del pa- 
ralelismo. 

5.3.2 La simetría ortogonal es una transformación involutoría. 

Resulta de 4.3.2, pues la simetría ortogonal es una simetría para- 
lela. 


5.3.3 Para cada punto P de x, el punto P” = S, (P) se llama simé- 
trico de P con respecto a e. En virtud de 5.3.2 si P” es simétrico de ES 


también P es simétrico de P”, y diremos que P y P” son simétricos len- 
tre sí) con respecto a e. 


5.3.4 Del corolario de 5.2 resulta esta consecuencia: 


En una simetría ortogonal, toda recta PP” que une un punto P no 
perteneciente al eje con su simétrico P' es perpendicular al eje. 


5.3.5 Dada una figura F, por paso a las partes (4.1.3) se define la 
figura F' = S, (F) llamada figura simétrica de F con respecto al eje e 


Fig. 12 


(fig. 12), y si ésta coincide con la figura dada F, Se (F) = F, se dice 
que e es un eje de simetría de la figura F (fig. 12, 23). 


§ 6. EL MOVIMIENTO Y LA CONGRUENCIA COMO 
TRANSFORMACIONES PUNTUALES 


6.1 La rotación y la traslación 


6.1.1 Se constata visualmente 
de dos simetrías ortogonales S 
que se cortan en un punto O, 


(fig. 13) que la composición S, o S, 
1 Y S; con respecto a dos ejes e, y e, 
da como resultado la transformación R 


edor del punto O. Enton- 


ción alred ; 
nte llamamos rota étrica o simplemente ro- 


jtualme mo r 
al oportuno definir la rotación geom 


tación, así: ne con 
lamaremos rotación de 4 : 

e S= ales ortogonales S, y S2 cuyos ejes se O: 
comp R= S, ° S; u ü ) 


6.12 Si los ejes e, Y ê, de las simetrías OQ QO SY, Sa son per 


obse i uede demostrarse, que la composición 
Le $ “4 en nue jón T (transformación afín ya de- 
S, o S¿ 08 


tro O al resultado R de 


sultado una tras/ac 


| finidaen 4.2). 
6.1.3 Por consigu 


iente, la composición de dos simetrías ortogonales 


| es una traslación o una rotación (según que sus ejes sean paralelos o se- 


cantes). 
6.2 Movimiento geométrico. El grupo M 
6.2.1 Recordemos que el movimiento de un cuerpo rígido se puede 


resar mediante sucesivas traslaciones y rotaciones. Entonces resulta 
uno definir el movimiento geométrico, o simplemente movimien- 


Fig. 13 


DEFINICION. L/amaremos movimiento al resultado de componer va- 
rías traslaciones y rotaciones. 

6.2.2. La transformación inversa de una traslación o de una rotación 
es una traslación o una rotación, respectivamente. De aquí resulta 

1) La transformación idéntica | es un movimiento, pues | = T o Te 
para toda traslación T 

2) La transformación inversa de un movimiento es un movimiento. 
(Se aplica la definición de 6.2.1); 

Por consiguiente: Los movimientos forman un grupo M respecto de 


la composición. 


6.2.3 El grupo (M,.) de los movimientos no es conmutativo, 
En efecto, si T es la traslación dada por el vector no nulo OÀ (f g. 15) 


B 
R 
Fig. 15 O 
T A 


y R #luna rotación de centro O, se tiene: 
T(R(O)) =T(O) =A, R(T(O)) =R(A)=B y AXB; 
y por consiguiente: Ro TH T ° R. 
6.3 La congruencia o isometria 
6.3.1 DEFINICION. L/amaremos congruencia o isometría C a/ resul- 
tado de componer simetrías ortogonales: 
C =S; o S3 o ... 0 Sp (1) 
La congruencia C se llama directa o inversa según que el número de 
simetrías sea par o impar respectivamente. 
6.3.2 Recordemos que la composición de funciones es asociativa y 
asociemos en (1) las simetrías de a dos comenzando por la primera: 
(S, o S2) o (S3 o Sa) o ... (2) 
Pueden presentarse dos casos. 
1%) CONGRUENCIA DIRECTA. Puesto que n es par no queda sin aso- 
ciar ninguna simetría, y C puede expresarse así: 
C= (S; oS;)o (S3 o Sa) o... o (Sp-1 o Sp). (3) 


Ahora bien, en virtud de 6.1.3 cada paréntesis representa una trasla- 
ción o una rotación, y aplicando 6.2.1 se tiene: Toda congruencia di- 
recta es un movimiento M: 


C=M= (S, o S2) 0... 0(S;_; o Sp). (4) 


_2%) CONGRUENCA INVERSA. Puesto que n es impar, al asociar las 
simetrías de a dos sobra la última: 


C = íS, o S;) o LEO (Sn-2 o Sn-1) o Sn = 
= [(S, o S,) o... 0 (Sh=2 o Sn-1)] o Sn, 


y observando que el corchete representa un movimiento M’ llegamos a 
esta conclusión: Toda congruencia inversa puede expresarse como com- 
posición de un movimiento con una simetría ortogonal: 
C =M' o Sr. (5) 

6.3.3 En particular, toda simetría ortogonal S es una congruencia 
inversa, pues mediante la transformación idéntica | (que es un movi- 
miento, 6.2.2) se expresa así: S = I o S. 

6.3.4 Consideremos la congruencia C dada por (1) y la congruencia 

D = U; o U, o°... ° Um 
composición de m simetrías ortogonales U,, U2, ..., Um. Entonces 
Co D=S; o... o Sn ° U; o ... o Um 


es composición de n + m simetrías ortogonales, y resulta: 2 
La composición de dos congruencias C y D es una congruencia; | 
(i) directa (movimiento) si C y D son ambas directas (movimien- 


tos) o bien ambas inversas; i à 
(ii) inversa si C y D son una directa y la otra inversa. 


6.3.5 Puesto que toda simetría ortogonal es involutoria (5.3.2) la 
transformación inversa de la congruencia C dada por (1) es 
C =S; o... o Sj} =Spo 0 S; 0 Si, (6) 
y entonces: La transformación inversa de una congruencia (directa, in- 
versa) es una congruencia (directa, inversa, respec tivamente). 
6.3.6 Puesto que también la transformación idéntica | es una con- 


gruencia (6.2.2), resulta de 6.3.4 y 6.3.5: 
Las congruencias o isometrias forman un grupo C respecto de la com- 


posición. 

6.3.7 El grupo C de las congruencias incluye como subgrupo al gru- 
po (6.2.2) de los movimientos: C 2 M. Por otra parte, puesto que toda 
simetría ortogonal es una simetría paralela y por tanto (4.5) un elemen- 
to del grupo afín A, otro tanto ocurre con toda congruencia. Luego: 


El grupo afín À incluye como subgrupo al grupo C de las congruen- 
cias: 
ADC 
Se tiene así esta cadena de inclusiones de subgrupos: 
ACM 


8 7. CONSIDERACIONES DIDACTICAS 


7.1 Actividad ambientante y actividad matemática 


7.1.1 La matemática no es una ciencia empírica; por tanto es presen- 
tarla como lo que no es enseñarla solamente como descripción de he- 


10. 


chos que se descubren o se verifican por observaciones y experiencias. 
Por otra parte, la observación concreta y la experimentación activa del 
alumno son imprescindibles en el aprendizaje. ¿Cómo se concilian 
estas dos afirmaciones? Simplemente notando que hay dos tipos de ac- 
tividad; una ambientante, pre-matemá tica, pero carente de relevancia en 
el aprendizaje si no va seguida por /a otra: una actividad matemática 
propiamente dicha. Entonces, el problema es estimular la iniciativa del 
alumno y a la vez evitar que su actividad caiga en comprobaciones em- 
píricas y nada más que eso. 


7.1.2 Con referencia a la rotación (6.1.1) y la traslación (6.1.2) con- 
viene comenzar mostrando experimentalmente cómo se obtienen esas 
transformaciones mediante simetrías. 

a. Un recurso sencillo y eficaz es doblar un papel con un carbónico 
adosado a él, según ejes e, y e3: 

(i) secantes; (ii) paralelos. 

Al dibujar figuras y desplegar el papel se obtienen figuras transforma- 
das por simetrías y composición de éstas. Naturalmente esta actividad 
ambientante previa debe ser seguida por una actividad matemática au- 
téntica, que aquí puede ser una formulación geométrica de los resul- 
tados obtenidos. 

b. El mismo propósito, pero ahora con la “cuantía” de los movi- 
mientos obtenidos, persigue esta otra actividad más compleja, muy am- 
bientante y que además conquista el interés de los alumnos. 

Se colocan dos espejuelos con sus caras reflejantes enfrentadas 

(i) Formando un diedro, (ii) paralelamente; 
se sitúa un objeto entre ambos y se observa en cada caso una segunda 
imagen (imagen en un espejo de la imagen en el otro). Se trata de pre- 
decir y luego observar e/ comportamiento de esta segunda imagen, 

1) cuando se mueve el objeto; 

2) cuando se mueve uno de los espejuelos, variando el diedro que for- 
ma con el otro en el caso (i), y su distancia a él en el caso (ii). 

Una actividad matemática subsiguiente consiste en explicar ese com- 
portamiento en cada uno de los cuatro casos. 


7.2 Motivación intuitiva y conceptuación matemática 


Dijimos en 4.2.3 que el carácter distintivo entre la traslación como 
movimiento físico y como transformación puntual, es que a esta ülti- 
ma se la define geométricamente (en este caso mediante la equipolen- 
cia). 

Cabe agregar que la constatación de aspectos de la transformación fí- 
sica da una motivación imuitiva para la conceptuación matemática, 
pues señala la oportunidad de adoptar una determinada definición geo- 
métrica. Veámoslo en otros dos casos. i 

a. En 6.1.1 hemos definido la rotación geométrica como composi- 
ción de dos simetrías ortogonales, y esta conceptuación está motivada 
en que —como allí hemos dicho— “constatamos visualmente” que una 
tal composición “da como resultado la transformación que habitual- 
mente llamamos rotación”. Las experiencias descritas en 7.1.2 acen- 
túan esta motivación intuitiva. 
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b. En 6.2.1 señalamos el hecho físico del movimiento de un Sue? 
rígido como motivación para la subsiguiente conceptuación se g 
tica, pues aquel hecho muestra la oportunidad de definir como 
cimos el movimiento como transformación geométrica. 


ERRATUM 


En n° II página 9 in fine, donde dice “si son disjuntas o bien una 
(al menos) de ellas está incluída en la otra 


debe decir: . ) t ne 
“si sus espacios vectoriales asociados, también llamados direccion 


ji j ji » ar- 
tienen esta propiedad: una dirección está incluída en la CAES perg 
ticular si ambas direcciones son iguales, O sea, el mismo esp 


torial”.e 


S ————— 
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Propuestas Didécticas. 


Lic. Lucrecia Delia Iglesias 


En la propuesta didéctica anterior quedó planteado el trabajo del 
alumno a partir de una guía para llegar a: 


° conocer la noción de RADICACION asociado a 


cer una ecuación en po- 
tenciación; 


e conocer la noción de RAIZ como operación: 


e conocer una nomenclatura y un simbolismo adecuados para diferen- 
ciar ambas nociones. 


Aquí nos proponemos un análisis de esta propuesta didáctica. 

Ante todo, pensamos que cada profesor, conociendo su grupo y ape- 
lando a su propia creatividad, puede estimular el trabajo de los alumnos 
con situaciones que justifiquen la necesidad de abocarse a una GUIA DE 
TRABAJO como la que nos ocupa. Nuestro análisis estará dirigido a acla- 
rar aspectos específicos de la misma. 


En el punto 1, el alumno debe resolver ecuaciones de dos clases: 

a) hallar la base de una potencia, conocidos el exponente y el resulta- 
1 

27 


do; por ej.: x? = 


b) hallar el exponente de una potencia, conocidos la base y el resulta- 
do; por ej.: 9* = 81. 


Se trata de que el alumno resuelva estas situaciones inversas dentro del 
propio esquema de la potenciación, que debe estar previamente construi- 
do con la flexibilidad necesaria como para admitirlas. Esto es, la guía só- 
lo podrá ser abordada por alumnos que tengan disponible el invariante. 
“*, .. elevado a... es igual a...“ con tal grado de operatividad en sus es- 
quemas internos que tanto los recorridos directos como los inversos con- 
duzcan a una normal equilibración del sistema generando una correcta 
anticipación de la solución de cada ecuación. Esto es una clara hipótesis 
que corresponde corroborar en la práctica. Para aquellos alumnos que no 
la verifiquen, el profesor debe poder ofrecer tareas alternativas que tien- 
dan a la construcción operativa del esquema de potenciación. 
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Nada hay más contraproducente para la buena relación entre un alum- 
no y un objeto de conocimiento que el que el alumno carezca del adecua- 
do marco asimilador respecto de dicho objeto. Sin esquemas previos Ca- 
paces de un proceso adaptativo no hay aprendizaje. 


El punto 2 consiste en una explicitación de nombres y símbolos apli- 
cables a aquellas acciones que se ejecutaron en el punto 1: se habla de ra- 
dicación y logaritmación para diferenciar los procesos cumplidos en cada 
tipo de ecuación y se proponen los símbolos 


YY Tran loga ((b)) 


para representarlos. 


Como se intenta que los alumnos los retengan, las propuestas que si- 
guen tienden a favorecer la fijación usando los símbolos en dos AE 
e dadas las ecuaciones, asociar los símbolos correspondientes (final 
del punto 2); 
e dados los símbolos, asociar las ecuaciones correspondientes (pun- 
to 3). Nz 
Queda a criterio de cada profesor introducir situaciones similares que 
permitan asociar, también en ambos sentidos, por una parte nombres y 
r otra, nombres y ecuaciones. A 
o ue el tele partida para construir las nuevas nocio- 
nes ha sido la acción del alumno (resolver ecuaciones) y no la explicita- 
ción de una definición previa a la acción. 
Anteponer la acción al pensamiento significa respetar aspectos madu- 
rativos del desarrollo de la inteligencia que se dan generalmente al prome- 
diar la escuela secundaria en la mayoría de los alumnos. 


Otro aspecto a señalar es la variedad de casos desplegada en las ecua- 
ciones del punto 1. Se cuidó de usar números racionales, tanto positivos 
como negativos o cero, tanto escritos con coma decimal como sin ella, 
tanto enteros como no enteros. Se trató de que el conjunto solución de 
las ecuaciones fuera tanto vacío como no vacío o, en particular, unitario. 


Es que desde el comienzo de la construcción de una noción hay que 
tratar de eliminar hipótesis espúreas que insensiblemente se generan 
cuando todos los casos examinados exhiben alguna propiedad que no es 
inherente a la noción a construir. [ Recordemos el caso más notorio —por 
su difusión y perpetuidad— de estas amalgamas indeseables: la de la no- 
ción de cuadrado adherida a la propiedad de estar apoyado en uno de sus 
lados.] > 

El punto 4a) ofrece un cuadro donde aparecen todas las posibilidades 
de combinar radicandos racionales positivos, negativos o cero con índi- 
ces naturales nulos o no nulos y, entre éstos, tanto pares como impares. 

De este modo resulta la siguiente discriminación de casos: 
| ` radicando racional 


negativo cero 


— s — 


Índice Índice Índice Indice Indice Indice 
natural cero natural cero natural cero 
no nulo no nulo no nulo 
Za N JA N Y ` N 
par impar par impar par impar 


Esta estructura, Impuesta desde el cuadro, requerirá un cierto grado de 
acomodación en los esquemas asmiladores de los alumnos y para muchos 
de ellos puede resultar inaccesible, si se los enfrenta a la tarea de llenar- 
lo, sin: otras instancias previas. Por eso pensamos que conviene movilizar 


los esquemas con otras propuestas que les permitan aproximarse gradual- 
mente a la estructura del cuadro: por ejemplo, 


e analizar la categoría del radicando y del índice en una colección de 
ejemplos de radicación, donde aparezcan distintas combinaciones; 
e explicitar las combinaciones halladas en los ejemplos; 


solicitar la explicitación de todas las combinaciones posibles inten- 
tando construir, con la participación de los alumnos, el árbol de dis- 
criminación de casos expuesto más arriba. 


Hecho esto, los esquemas movilizados permitirán la asimilación de la 


estructura del cuadro y cada alumno podrá disponerse a llenarlo en for- 
ma individual. 


Así, la relación entre el docente, el alumno y el material de la guía está 
sujeta a un delicado equilibrio en el que el docente debe evaluar constan- 
temente en qué momento hace falta involucrarse en una discusión gene- 
ral y en qué momento corresponde asistir al trabajo autónomo de los 
alumnos con el solo apoyo individual en caso de ser requerido. 


Con relación al punto 4b) en que se pide explicitar aquellos casos del 
cuadro en que la ecuación asociada a una radicación tiene conjunto solu- 
ción vacío, conviene destacar el aspecto de la incompatibilidad con pro- 
piedades anteriores. 

También corresponderá hacer una discusión acerca de la necesidad de 
definir una operación —y en tal caso, con resultados un [vocamente deter- 
minados y compatibles con las demás propiedades aritméticas— y la posi- 
bilidad que se da a partir de los resultados del cuadro. 

La movilización de estos esquemas permitirá la asimilación del punto 5 
en el que se propone la definición de la operación RAIZ, para un número 


iS de casos y se introduce la correspondiente escritura simbó- 
Ica: a. 


Este punto representa en cierto modo la culminación de un proceso de 


formación de un concepto —el de operación RAIZ— que es el que impor- 
ta destacar. 


La aparición previa de la noción de RADICACION asociada a cierto ti- 
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po de ecuaciones en potenciación intenta presentar un ámbito en el que 
se diferencien claramente la situación de no ser raíz de la de ser ra (z. 


Creemos que una forma de favorecer la delimitación de la extensión de 
un concepto es mediante el contraste con situaciones similares que no co- 
rrespondan al concepto. 

Finalmente, en d) del punto 5 aparece un ejercicio de fijación del sim- 
bolismo y la nomenclatura que ha sido planteado en un solo sentido: da- 
da la expresión simbólica de una raíz, se pide el resultado y su nombre. 
Un recorrido inverso aparece en la forma de plantear el punto 7. 

El punto 6 es una práctica de ejecución de operaciones combinadas 
donde los números involucrados son premeditadamente sencillos para 
centrar la actividad sobre el análisis del orden de las operaciones. 

Nos preocupa más propiciar una actitud reflexiva que obtener res- 
puestas correctas en procesos laboriosos y automáticos. 


Esta misma actitud reflexiva es la que se busca en las propuestas de los 
puntos 7, 8 y 9. 

En el primero, el alumno debe evaluar si son falsas o verdaderas las ex- 
presiones del tipo: “6 es ra íz cuadrada de 36''. Está expresado coloquial- 
mente con la idea de que cada uno opte por resolver directamente o tra- 
duciendo previamente al lenguaje simbólico. Pe 

El punto 8 y el punto 9 apuntan a afianzar el proceso de comprension 
del concepto de raíz pues uno promueve la diferenciación de expresiones 
como YEN y Yi y el otro pide el examen crítico de expresiones 
como Yo 6 Y para saber si están o no definidas. 


La guía termina con una propuesta de reflexión por parte del alumno, 
de sus logros individuales, en una actitud de autoevaluación que es nece- 
sario estimular. Convendría completarla con la posibilidad de que pueda 
elegir entre distintas opciones de tareas las que le permitan afianzar los 
puntos que siente inseguros o probar su eficacia en aquellos que no pue- 
de autoevaluar o ampliar algún punto de su interés. 

Esta actitud responsable en la adquisición de los conocimientos por 
parte del alumno, inclina el rol docente hacia una actitud de apoyo a la 
iniciativa individual del primero. Este es el que debe poder optar entre dis- 

tintas alternativas para lograr una buena relación con el objeto de conoci- 
miento. El docente es quien debe proveerlas en grado suficiente, al orga- 


_ nizar las tareas. e 


o A 


Los problemas matemáticos en el aula. 


Prof. María Esther S. de Hernández 


— ne Le À, à 


En esta sección se proponen ejercicios y problemas que, si bien encua- 
dran dentro de los límites de la enseñanza secundaria ofrecen on di 
de dificultad variable. Esto es así pues se pretende que los mismos Sr A 
esencialmente, como motivo de reflexión y análisis para el dente Pe 
yo criterio debe quedar el determinar cuáles de ellos —en su oedda 
parcialmente, si comprenden varios [tems— podrán ser llevados al E 

Los que se considere que están por encima de las posibilidades del cur- 
so correspondiente, quedarán como un desafío o como un estímulo al 
espiritu inquieto del docente que se aboque a su resolución, deseoso de 
hallar en ellos nuevas propuestas para el desarrollo de sus conocimientos 

Asimismo, algunos de ellos, tal vez no aptos para un alumnado corrien- 
te, pueden serlo para aquellos alumnos con buena disposición para la Ma- 
temática —felizmente los hay— que por su nivel y capacidad pueden, e in- 
clusiva desean, abordar situaciones matemáticas distintas o más comple- 
jas que el resto de sus compañeros. 


1. Demostrar que si a y b son enteros positivos, entonces 2 + b z 2 
D a 
2. Determinar la fracción 2 tal que + El — 2= E 
b b a 70 


3. Hallar dos números naturales a y b tales que: 
a + b = 5664 y mcd (ab) = 354 
4. Sea a un número entero. Determin i exi ú 
E ar, Si existe, algún entero x tal que 
a + x? sea un cuadrado perfecto, en los casos ue 
81=137%;"al— 65: a —.130 


5. Un industrial fabrica pastillas de jabón en forma de paralelep ¡pedos 


cuyas aristas son de 9 cm, 6 cm y 3 cm y j 
ME Ÿ E que desea embalar en 
cúbicas lo más pequeñas que sea posible. FT 


1°) ¿Cuáles deben ser las dimensiones de esas cajas? 

2) ¿Cuántas pastillas de jabón podrá contener cada caja? 

3) ¿Cuál será el menor número de cajas necesarias para que su conteni- 
do total pueda repartirse en paquetes de 100 jabones? 


6. Sean m y n dos números enteros positivos tales que 
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YM=dm,n= dn, (2) 
19) Demostrar q 


ue n ivi 
do perfecto. , es divisor de g Y que n es divisible 


2) inversamente: por un cuadra- 


robar 

S SAN à es múltiplo del anterior Se sapu à 
| os Atos a y b cuya suma es alit 
apa " 5 Y tales que la suma de sus 


FyG 
1°) Demostrar que los se ' 

gmentos B 
2°) Probar que el triángulo ABD es ASIS A 
3) Expresar la longitud del lado BD en función de a 
4) Demostrar que el triángulo CGD r 


3 ] | es isósceles y semei 
Ë?) Deducir las longitudes de los segmentos CG y AE pe la 


10. Un problemita de lógica. En una isla de la Polinesia viven tres trib 

š A, By C3 Los miembros de la tribu A dicen siempre la verdad, los de 
- C mienten siempre, y los de B dicen la verdad y mienten alternada- 
mente. Dos guías acompañan a un viajero y cada uno declara que el 

otro es un B. El viajero asiste luego a un concurso de destreza entre 
indígenas y al preguntar a sus guías a qué tribus pertenecen los clasi- 
ficados en los tres primeros puestos, uno de ellos dice: el primero es 
LA, el segundo es B y el tercero es C, mientras que el otro afirma que 
en ese orden se clasificaron un C, un A y un B. 
Determinar a qué tribus pertenecen los dos guías y los concursantes 
que se clasificaron en los tres primeros puestos. 


rata de un ejercicio de demostración que, como ocurre general- 


a.)nivel correspondiente a alumnos de primero o segundo año, que co- 
nozcan el significado de la relación "menor o igual” en el conjunto 
de los enteros y las propiedades elementales de la adición en A con- 
junto de los racionales. 
Así, si a y bson enteros 
a < b v b < a. Considerar una de estas dos 
posibilidades, por ejemplo, la primera, y su significado. De acuerdo 
con éste, reemplazar a en la suma dada. Una descomposición inme- 
diata permitirá obtener la suma del número más la suma de dos ra- 
cionales. Bastará luego efectuar la suma parcial y ordenar el numera- 
dor para que quede en evidencia un segundo sumando igual a uno. 
De ahí en más, la conclusión buscada es prácticamente inmediata. 
b)Nivel correspondiente a alumnos de cuarto año, que conozcan las 
propiedades de las raíces de una ecuación de segundo grado con una 
incógnita. 

3. Expresar a los números a y b como productos de su máximo común 
divisor por a' y b' respectivamente y recordar la propiedad que deben 
cumplir a' y b’. 

Luego, utilizando los datos calcular a” + b' y vincular con la propie- 
dad anterior para discutir los valores de a“ y de b’. 


4. Considerar que la igualdad pedida a + x2 = y2con y € Z equivale a 
y? — x2 = a. Descomponer el primer miembro como producto de 
factores binómicos y analizar los posibles valores enteros que puede 
tomar cada uno de ellos según el valor asignado al número a. 


6. Para la primera parte del problema, formalizar la segunda relación de 


(1) y reemplazar en la relación obtenida según (2). Cancelar los facto- 
res posibles y aplicar luego la propiedad relativa al divisor de un pro- 
ducto de dos factores, que es coprimo con uno de esos factores. Con 
esto quedará demostrada una de las dos propiedades del enunciado. 
Para la otra, bastará seguir con un adecuado reemplazo en la expre- 
sión de n. 
Con respecto a la segunda parte, considerar que si n es múltiplo de un 
cuadrado perfecto, por ejemplo, del cuadrado de n, , entonces: 

existe un entero ó tal que n = n: 6. 
De aquí se deduce cómo se obtiene la descomposición de n en factores 
primos. Además, para que m? sea múltiplo de n, debe existir un ente- 
ro k tal que 

m? =n}; ôk. 
De esta igualdad se infiere de inmediato cómo puede obtenerse el me- 
nor valor de m que cumpla la condición pedida. 
Para la aplicación propuesta, considerar los casos posibles, pues 108 es 
múltiplo de 4, y también lo es de 9 y de 36. 


10. Tratar de probar primero que.ninguno de los guías puede ser A ni 
puede ser B, o sea, que ambos son C. 


puede ser encarado y desarrollado de distintas maneras. En el 
esente, dos de las alternativas que se ofrecen, conllevan la posi- 
de que el ejercicio sea considerado en dos niveles diferentes: 


Soluciones de los problemas del número anterior 
2. Sea S la suma de dinero que debe repartirse. Según la primera disposi- 
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ción del testador, Juan, Pedro y Diego recibirán partes x, y, z tales que: 


y F g 
y según la segunda disposición, dichas partes serán x’, y”, z' tales que 
Et STE 
| cui (2) 


En ambos casos, la suma de las tres partes es igual al total S 


x+y+z=S, x+y +z =S 
últi ici i ta por seguir, es decir, 
ma condición nos proporciona la pauta p 
aci propiedad según la cual dado un cierto número n de razones 
ES ales, cada una de éstas es igual a la que tiene como numerador a la 
ma de los numeradores de las dadas y como denominador a la suma 


inadores de las mismas. 
ES ado una de las razones de la relación (1) es igual a 


X+Y+Z oseaa -S 
7+6+5 1 
SY PES z S 
ie 63118 5-18 
are 7 AR 5 
S Porlotanto: |x =-8Š : AO o EA 


Ñ i > 
A su vez, cada una de las razones de la relación (2) es igual a 


- 


dos recuadrados surge que la única parte que no varía 


otros dos herederos gana (o pierde) con el 
a relación entre las dos partes que le corres- 
ambos testamentos. 


-ig osea x' > x y por lo tanto 


es decir 2" < z y por lo tanto 
En 


De acuerdo con los datos, la diferencia a favor de Juan es de A 2400 
2 7 1 
E OS 400 ó — S= A 2400 
ES TA 90 
S=A 216.000 


Las partes que les corresponderán a Juan, Pedro y Diego, son, respec- 
tivamente, 


Xi = 216.000 A= 86.400 A 


y'= 216.000 A = 72.000 A 


z' = —216.000 A = 57.600 A 
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3. 1°). Si la distancia de A a M, expresada en kilómetros, es x, la distan- 
cia de Ba M es (120 — x) kilómetros. Por lo tanto las cantidades 
a y b de nafta que necesitan, respectivamente, los dos amigos, son: 


51 | 1 | 
= — Si =— 
x osea a 20 x 


° 


100 


1 1 
=— | = = _ — 
b 10 (120—x) osea b=(12 10 x) l. 


2°). Para que a = b, debe verificarse 
1 1 


3 
20 OS ; 20* 12 ; 9=80 


Entonces M debe fijarse a 80 km de A. 


3°). Si se desea que el consumo total de los dos veh ículos sea 7,5 |, de- 
be verificarse que 


1 1 
—— + il, = 7, 
20 * 12 — SEO 


1 
10 02.5 


x = 45 
En este caso el punto M de encuentro debe establecerse a 45 km de A. 


4. 1°) Basta probar qea—b>Oyque a—c>0O 
a—b = z (x? + y2)— 2xyz 
a—b = z (x? + y? — 2xy) 
a—b = z (x — y)? 
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De acuerdo c 


° 
implica que (x los datos x = 
>0 


(x — y)? > O. w Y Por lo tanto x — 


demás z > O; Re CS ru 5. Se tienequea =p (a+ 1) , b = pn (1) con p y n enteros positi- 
i vos. 
De acuerdo con las igualdades (1) p es divisor común de a y de b; por 
a-b>0 š lo tanto, por definición de máximo común divisor de dos enteros, p es 
es ` divisor de 


d = mcd (a,b) 
O sea pld (2) 


° 

I 
o 
I 


Asuvez, dla y dlb, es decir 


> 9, z > O_y por lo ten- dipn+p y dipn 
Entonces pn+p = kd ypn=kd (kyk'eZ) 


o O O sea E? p=kd—kd ; p =(k—k') d 


° ap | orlotanto dl (3) 
2°) b? = 4x2y221 A Š y por lo tan IE 
DA CRE (x$ + y? — 2x2y2) De (2)y (3) d =p 
on = 22 (4x2y2 4x8 4 yd 2321 a = 
(A NA Ya) Pero a—b = pn+p—pn=p 
2 a AA+ yt + 2x2y2) 
b° +c? = 22 (x? + y2)2 


Entonces | a—b = d = mcd (a,b) 


Por lo tanto: 
Recíprocamente: si a — b = mcd (a,b), entonces a— blb y a—bla 


3°)Si z=1, b=8 yc Luego: existe neZ y existe n'eZ tales que 

b=n(a—b) y a=n'(a-b) (4) 
= Restando ambas igualdades se tiene que: 

| a= xit ý? 8 = 2xy; 15 mx2 

i == y? 11) ab =(Mon) la—b) 


= 15, se tiene que: 


A su vez: a? = b? +c2 Por lo tanto n'—n = 1 o bien n=1+n 
a? = 64 + 225 = 289 | Entonces, reemplazando en (4): 
at = (1 +n) (a—b) yb = n(a—b) 
Como a, según los datos, es positivo, resulta i Si llamamos p a la diferencia a — b, resulta 
i a=17 a=pln+1) y b=pn 
ve De la 1° y 3° igualdades que figuran en (1): | 6. Si los números reales a, b, c, están en progresión aritmética de razón 
à a b o diferencia r, pueden expresarse en la forma 


je” TER APCE EU 
x? — y? = 15 Sumando estas igualdades resulta: a +c = 2b 


2 = 32 , 2y? =2 A su vez, si b, c, a, están en progresión geométrica de razón q (no nu- 
} e y? =1 Comox ey'son positi- la) 


De y a= c 
q q 
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= pl 
Igualdades de las que surge que ab =c 
fi Calculemos dichos números en los casos: 
f 1) a+b+c= 18 2) bcd = 125 


En el primer caso: a+b+c=18 ycomoa+c =2b 
3b=18 osea b=6 


i Además c? = ab 
# c? =6a 
E - 
Ë) n 
27 a eN 
c? 
Entonces a+c Se +c 
Peroa+c = 2b = 12 yporlo tanto 
c 
LEC 
6 
2 
=+c-12=0 
6 


c? + 6c— 72 =0 ecuación de 2° grado en 
c que admite las raíces c=6 ó c = —12 


Existen, entonces, dos soluciones 
+ 


2) bcd = 125 Como ab = c?, resulta en la primera igualdad: 

W © = 125 

c =5 
ego ab =25 ycomo2b = a+5 

multiplicando la última igualdad por a: 

o Zab = a? + 5a 

50 = a? +5a 

a? + 5a — 50 =0 ecuación que admite las 


ki a=5 ó a=-10 
a 
os soluciones 


7. Hallar tres números x, y, z, en progresión aritmética en ese orden, 
sabiendo quex+y+z=6 y x?+1y?+71 = 30 


De acuerdo con lo visto en el ejercicio anterior, las igualdades ante- 
riores pueden escribirse, en función de y, y de la razón o diferencia 
ren la forma: 


ly=r+y+ly+r) =6 (1) (y—r)? +y? + (y +r)? = 30 


À (2) 
De la (1) resulta 3y = 6  yporlotanto y = 2 

| Reemplazando en (2); 

| (2—r)2 +4+(2+r)? = 30 

| 4+P -4r+44+4+r? +4r = 30 

| O sea 2r? = 18 


8. Calcular los números complejos z tales que z? YE sean conjugados. 


Sea p el módulo y a el argumento de z. Entonces, puede escribirse 
= p (cos e + i sen a) 
| Aplicando la fórmula de De Moire se tiene que: 


z? 
2 


p’ (cos 7 w + isen 7 a) 
p? (cos 2 a + i sen 2 a) 


z 


1 2 A 2 t 
—, puede considerarse ya sea como inverso multiplicativo de z? o como 


cociente entre el complejo 1 (de módulo 1 y argumento nulo) y el 
complejo z?. En cualquiera de las dos formas, se tiene 


1 1 
— = — [cos (-2 a) + i sen (—2 a)] 
zp 
Si z? Ya son conjugados, sus módulos son iguales y sus argumentos 
son opuestos. O sea que la suma de los argumentos es congruente con 
O, módulo 2 r , osea, dicha suma es múltiplo de 2 x. 
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Cabe observar que zŠ tiene módulo igual a 1 y argumento 2 k r, O 
sea 


1 
Luego p? ==7 ; p° = 1yporlo tanto p = 1 
p 
7a+(-2 o = 2k7r (k € Z) Ss AMADA E 
| a= 2kr 
5 
2k 
Entonces z = cos 7 +i sen = (keZ) (1) 
| 


z = 1 


es decir, los z buscados son las rafces quintas de 1. Estas se obtienen 
precisamente, de (1), dando a k, sucesivamente los valores O, 1, 2, 
3 y 4 (para k > 4, se repiten los resultados anteriores) 


k=0 : zo =cos0 + (Wo) 
k=0 : zo =cos0 +isen0=1+i0=1 
E 27 i BL” 
Ls E ZO i se 5 
ATA 47 
k=2 : z, = cos puni sen 5 


Gr 67 
k=3 : z; cos PE 5 


k=4 : z cos + i sen 


m 
5 

Es fácil verificar que estos cinco complejos satisfacen la condición pe- 
dida. Es inmediato que se cumpla para Zo = 1 pues 2) === 1 y todo 
complejo real es conjugado de sí mismo. 2 
y Veamos, por ejemplo, para Z4. 


: 56 IGO a < 167 
> z4 = cos Si sen === z4 sico mpm AO 
e 1 167 ; 167 
AE sa + i sen (— 5 ) 
er = 7 == 8 m = 4.2 rr, resulta que los argu- 


entos de Av y de 2 son opuestos; además sus módulos son iguales. 
Por lo tanto. son on conjugados 


a) los puntos A, B, C pertenecen a una circunferencia de centro 0 
b) AA: es diámetro de la circunferencia 

c) H es el ortocentro del triángulo ABC 

d) AM es mediana del triángulo ABC 

e) G es baricentro del triángulo ABC 


Se pide: 1°) analizar la naturaleza del cuadrilátero BA'CH y deducir 
que A'H y BC tienen el mismo punto medio 


2°) probar que AM es mediana del triángulo AA'H y G es 
baricentro de este triángulo. 


3°) determinar la posición de G con respecto a los puntos 
OyH. 


1%) De acuerdo con la fi- 
B gura, el cuadrilátero 
BA'CH parece ser pa- 
ralelogramo. Demos- 
traremos que lo es. 
Como AA' es diáme- 
tro de la circunferen- 
cia (por hipótesis), re- 
Nas sulta que el ánqulo 
A A ABA' es recto (inscrip- 
to en una semicircun- 
ferencia). Por lo tanto 
A'B L BA. 
Como H es ortocentro 
del triángulo ABC, la 
recta CH contiene a la 
altura correspondien- 
te al vértice C. Enton- 
ces CH 1 BA. 
Luego: (1) A'B || CH por ser ambas perpendiculares a BA. 
Análogamente: el ángulo A'CA es recto (inscripto en una semicircunfe- 
rencia) y en consecuencia 


AC 1 AC 


y como BH contiene a la altura correspondiente al vértice B en el triángu- 
lo ABC 


BH 1 AC 
Entonces (2) A'C || BH por ser ambas perpendiculares a AC. 


De (1) y (2): las rectas de los lados opuestos del cuadrilátero BA'CH son 
paralelas y resulta 


BA'CH es paralelogramo (por definición) 
Además A'H 1 y E BC son diagonales del paralelogramo y en consecuencia 
AH: y BC tienen el mismo punto medio, que en este caso es M. 


i 'H que es 
2°) De lo demostrado anteriormente, M es punto medio de A'H q 


un lado del triángulo AA'H. O sea: 
AM es mediana del triángulo AA HE | 

Por propiedades del baricentro de un triángulo, si AM es mediana del 

triángulo ABC y G es el baricentro de este triángulo: 


— 2 
G es interior a AM y d(G,A) = 3 d(A.M) (3) 


Pero AM es también mediana del triángulo AA'H y por lo tanto el ba- 
ricentro G' de este triángulo debe verificar que 


= 2 
G' es interior a AM y d(G,A) =; JAM) (4) 


De las relaciones (3) y (4) surge que G' = G, osea: 
G es baricentro del triángulo AA'H 


¿metro (por hipótesis), el centro O de la circun- 


ue AA' es di c 
& Es punto medio de AA’ y como AA! es un lado del triángulo 


AA'H, resulta que HO es mediana del AA'H. 
Entonces el baricentro G pertenece a HO, es decir 


G es interior a HO y d(G,H) =Fd(H.0) y por lo tanto 
d(G,0) = d(H,0) 


De lo anterior resulta que 
la distancia de G a O es la mitad de la distancia de G a H 


AAA AA  —o—o_ U — 


GRAJEAS 


¿Se puede meter el sol en una caja de fósforos? Dejando de lado los ries- 
gos de incendio, y mediante ciertos artilugios matemáticos, la respuesta 
es afirmativa. En efecto: una esfera grande como el sol se puede partir 
en un número finito de trozos de modo que, sin deformar esos trozos y 
sólo reacomodándolos de otra manera, se forma un cuerpo de volumen 
arbitrariamente pequeño; por ejemplo, se puede conseguir meterlo en 
una caja de fósforos. ¿Cuál es el artilugio? Los trozos así obtenidos no 
son medibles, es decir, no tiene sentido aplicarles a ellos el concepto de 
volumen. Son trozos matemáticamente aceptables pero físicamente im- 
posibles de lograr (al menos hasta ahora). Este resultado se desprende 
de un famoso teorema de los matemáticos polacos Tarski y Banach, pu- 


blicado en la revista Fundamenta Mathematica hace medio siglo. 
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Nuevo plan en la Provincia de Buenos Aires. 


Por Jorge E. Bosch 


n Ml 


Como anunciamos en nuestro número anterior, trataremos de colabo- 
rar con las autoridades educativas y los profesores de matemática de la 
Provincia de Buenos Aires, brindando algún apoyo al nuevo plan de 
estudios que se está ensayando en dicho ámbito. 

En términos generales, los lineamientos propuestos para el primer año 
—únicos que han llegado a nuestro conocimiento— son adecuados y están 
bien organizados. La única observación de carácter global que debe 
formularse es que el temario resulta un tanto frondoso; pero esto se 
puede remediar optando por desarrollar algunos temas en forma muy 
sintética, como para dar apenas una información preliminar. Proponemos 
incluir en la lista de temas que apenas se esbozarían, los siguientes: 


a) Relaciones y funciones. Pese a su gran importancia, estas dos 
nociones pueden empezar a tener utilidad manifiesta recién a partir de 
segundo año. 


b) Razones trigonométricas. Se puede prescindir totalmente de este 
tema en primer año. 


c) Nociones de informática. Tal como se presentan en el programa, 
estas nociones requieren un nivel teórico y conceptual que no correspon- 
de a un primer año. Por ejemplo, no es aconsejable insistir en el concepto 
de algoritmo desde el punto de vista informático antes de que los alum- 
nos hayan afianzado el conocimiento de los algoritmos básicos de la 
aritmética, lo cual es precisamente uno de los objetivos fundamentales de 
la matemática de este primer año. 


d) Representaciones en el plano cartesiano. Conviene renunciar a todo 
intento de introducir formalmente la noción de coordenadas cartesianas, 
sobre todo mientras no se posea ninguna idea acerca del número real. 
Este tema debería presentarse bajo el título de “Representaciones gráfi- 
cas” (suprimiendo “cartesiano”) y podría reducirse a la confección de 
algunos gráficos similares a los que aparecen en la información periodís- 
tica, adoptando una metodología puramente práctica y no dedicándole 
en total más de tres horas de clase. 


Hechas estas pocas consideraciones preliminares, pasaremos a formular 
algunas sugerencias concretas sobre el dictado de los primeros temas, 
dejando los otros para números posteriores de la revista. 

Es aconsejable dar una introducción rápida y muy elemental a la lógica 
proposicional, y conviene empezar por el punto que en el programa 
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ocupa el tercer lugar: Reconocer proposiciones. Para ello, y mantenién- 
donos en el espíritu didáctico de esta nueva programación, convendría 
empezar sondeando cuál es la idea que tienen los alumnos acerca de lo 
que es una proposición o una oración (tomando como sinónimas estas 
dos denominaciones). Para ello se pueden llevar a cabo estas dos activi- 
dades: 1°) Pedir ejemplos de proposiciones u oraciones, y anotarlas en el 
pizarrón; 2°) Proponer una serie de expresiones (que incluya auténticas 
proposiciones, y también preguntas, frases incompletas y expresiones sin 
sentido) y pedir a los alumnos que digan cuáles son proposiciones. De 
todo esto resultará una situación bastante caótica, de donde surgirá en 
forma evidente la necesidad de dar algún criterio para reconocer propo- 
siciones. El criterio más aconsejable es éste: 


Diremos que una expresión es una proposición si tiene sentido 
afirmar que ella es verdadera o que es falsa. 


Después conviene aplicar este criterio a todos los ejemplos anterio- 
res (y eventualmente a algunos otros) y observar cómo se disipa el caos. 
Cuando se considere bien afianzado este concepto (y no antes) se pasará 
a las operaciones elementales mediante los conectivos “y”, “o”. Es sabi- 
do que el “o” presenta algunos problemas, y por ello conviene empezar 
por “y”. Se hará notar que si tanto p como q son proposiciones, la ex- 
presión p y q es automáticamente una proposición, y se puede pasar en- 
seguida a la tabla de verdad correspondiente. Para introducir el conecti- 
vo “o” y poder diferenciar claramente sus dos usos (inclusivo y exclusi- 
vo) conviene proponer ejemplos de los tipos siguientes: “Mañana iré al 
cine o al teatro” (““o” inclusivo); “Mañana estudiarás o te daré una pa- 
liza” (“o' exclusivo). Conviene advertir que el carácter inclusivo O ex- 
clusivo del “o” no está dado por la situación de hecho sino por el sen- 
tido que se le quiere dar a la expresión. Por ejemplo, si digo “Mañana 
iré a la Luna o a Marte”, para saber si el ''o”' es inclusivo o exclusivo no 
debo fijarme para nada en la situación real en cuanto a distancias y posi- 
bilidades prácticas, sino en mi intención como hablante: si mi intención 
es demostrar indiferencia por esos destinos, diré que he usado el “o” 
inclusivo; si, en cambio, mi intención es recalcar una alternativa exclu- 
yente, diré que he usado el “o” exclusivo. Debido a esto, muchas ve- 
ces el lenguaje corriente no es claro respecto del “o” que se usa, porque 
no es claro respecto de las intenciones del hablante. En el ejemplo dado 
más arriba, “Mañana estudiarás o te daré una paliza”, el uso habitual del 
lenguaje es suficientemente claro como para presumir que el hablante 
está usando el “o” exclusivo, ya que sería sorprendente que la persona 
a la que se habla estudiara y a pesar de ello recibiera una paliza por par- 
te del hablante. Otro ejemplo: “Aquella persona que se ve allá a lo le- 
jos es Juan o Pedro”. Aquí la intención del hablante parece ser simple- 
mente señalar dos situaciones, sin interesarse por la posibilidad material 
de que se verifiquen ambas. Podemos decir perfectamente que el hablan- 
te usó el “o'' inclusivo, aunque de hecho no pueda presentarse la situa- 
ción de que se verifiquen las dos alternativas. Esta ambigúedad esencial 
del lenguaje corriente, que sólo se subsana a menudo por el tono de la 
voz o por las circunstancias ambientales, muestra que, si deseamos poder 
decidir con precisión, debemos usar símbolos distintos para cada uno de 


estos “o”. Queda así justificada la convención que se adopta en lónica er 
i 252 ado n lé en 
el sentido de introducir un símbolo para el “o” inclusivo y e EIFE 
I lUSiVO "Jen tual 

r tro og Pr E, rari aeia Cite 
mente otro para e O  exciusivo: para este último puede adoptarse el 
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símbolo del “o” inclusivo con el agregado de un punto arriba. Al con- 
feccionar las respectivas tablas de verdad se hace evidente que se trata 
de dos conectivos diferentes I va 

La negación (que puede presentarse como conectivo unitario por 
oposición a los Otros, que son binarios) no ofrece dificultades conceptua- 
les dignas de mención. 

En cambio, suele ofrecer grandes dificultades didácticas el conectivo 
llamado condicional. La dificultad es doble: 1°) La comprensión de la 
tabla de verdad del condicional, sobre todo en los casos de antecedente 
falso; 2%) La comprensión de la diferencia entre condicional, como co 
nectivo entre proposiciones que permite obtener una nueva proposición 
y la relación de implicación, como relación entre proposiciones. En Gan 
to a la primera dificultad, la experiencia indica que las proposiciones que 
mejor se prestan para servir de introducción al tema son las promesas 
condicionadas. La idea consiste en formular una promesa condicionada 
y preguntar en qué casos se puede decir que se ha mentido, o que se fal- 
tó a la promesa, o que se hizo una promesa falsa. Ejemplo: “Si mañana 
te portas bien te compraré un caramelo”. Si el receptor del mensaje se 
porta bien y no recibe un caramelo, se puede decir rotundamente que no 
se cumplió la promesa. En tal caso el condicional es falso. Se puede con- 
vencer a los alumnos de que en los otros tres casos posibles (VV, FV y 
FF) el emisor del mensaje no incurre en incumplimiento de promesa y 
entonces no se puede decir que ésta sea falsa. Y aquí viene el otro paso 
fundamental: aceptamos sólo dos valores de verdad (V y F) de modo que 
si la promesa no es falsa debe ser tenida por verdadera. Este método 
permite construir en forma no demasiado traumática la tabla de verdad 
del condicional en su forma habitual. La segunda dificultad es más grave 
para el nivel de un primer año y mucho menos grave para un nivel de 
quinto año. La manera más precisa y clara de establecer la diferencia en- 
tre condicional como conectivo e implicación como relación, consiste 
en establecer previamente la diferencia entre lenguaje objeto y meta- 
lenguaje. Cuando se analiza o estudia un lenguaje haciendo uso de otro 
lenguaje, se dice que el primero cumple la función de lenguaje objeto y 
el segundo el de metalenguaje. No hace falta que estos dos lenguajes sean 
muy distintos entre sí, y pueden coincidir. Entonces la situación es la 
siguiente: el condicional es un conectivo (>) del lenguaje objeto: apli- 
cado a dos proposiciones de este lenguaje, da como resultado otra pro- 
posición del mismo lenguaje objeto. En cambio, la relación de implica- 
ción es una relación que se formula en el metalenguaje: si examinando el 
lenguaje objeto observo que de la proposición p puedo deducir la pro- 
posición q, expreso este hecho en el metalenguaje diciendo que de p se 
deduce q, o bien (más brevemente) que p implica q. Si introduzco para 
esto un símbolo especial, como la habitual flecha "=", debo reconocer 
que la afirmación “p =q” es una afirmación formulada en el metalengua- 
je y no en el lenguaje objeto. Las relaciones entre entidades del lenguaje 
objeto no se formulan en este mismo lenguaje sino en el metalenguaje. 
Ahora bien: la máxima dificultad (o posibilidad de confusión) surge si 


31 


ndo la afirmación metalingú ística “p =q” es verda- 
ç la conclusión de que, desde el 

uaje, pues se llega a da ed 
dera en el La pes de verdad, el condicional y la implicación 
puno Š acate del mismo modo: la diferencia es solamente con- 
funcionan los valores de verdad usados en la tabla del condicional 


D lega is apo q 1 
implicación los valores de verdad asignados a “p ya q se están apli- 


: j jeto, y el valor de verdad resultante pa- 
cando 3 a Dna entidad del mentalenguaje. 
ra E imp eran evitar las dificultades emergentes (para un primer año) de 
e ención entre niveles de lenguaje, se pueden adoptar tres caminos: 
1°) Ignorar la diferencia entre condicional e implicación, presentando es- 
tas dos nociones como prácticamente idénticas; éste es el punto de vista 
adoptado por el autor en su libro Introducción al simbolismo lógico”, 
lo cual le ha valido amargas críticas, en parte provenientes de su propia 
conciencia epistemológica; 2°) Dar Únicamente el condicional y renunciar 
a hablar de relación de implicación; 3”) Dar únicamente la relación de im- 
n, sin hablar de condicional. Esto no es recomendable, pues ha- 
bría que poner el acento en la noción de deducción, que no puede estar 
muy clara para los alumnos de primer año. Habría una cuarta posibili- 
dad, que no puede ser tomada en serio, y que consistiría en hablar tan- 
to de condicional como de implicación, diciendo simplemente que el 
primero es un conectivo entre proposiciones y el segundo una relación 
entre proposiciones, y no entrando en más detalles. Esto podría dejar 
aparentemente tranquila la conciencia formalista del profesor, pero se- 
guramente esa tranquilidad sería perturbada a corto plazo por las con- 
fusiones que surgir fan en la mente de los alumnos. | 

Para concluir esta primera aproximación al nuevo plan de estudios de 
la Provincia de Buenos Aires, digamos simplemente que la construcción 
de diagramas de flujo en esta etapa del aprendizaje no es recomenda- 
ble; convendría esperar a que el alumno tuviera un manejo más fluido 
de las operaciones aritméticas, para poder ofrecer ejemplos en esta área. 

Los lectores interesados en obtener aclaraciones o más información so- 
bre los diversos puntos del programa que estamos comentando, pueden 
dirigirse a la Dirección de la revista. 

Formulamos votos para que los méritos indudables que tiene este 
nuevo programa no se vean empañados por métodos de promoción de- 
magógicos ni por ideologías permisivas y facilistas. Cambiar por cam- 
biar es fácil y destructivo. Realizar cambios serios y profundos es una 
tarea ardua que requiere talento, experimentación y prudencia. Cambiar 
una escala de once calificaciones por una de tres es una trivialidad pe- 
dagógica que sólo sirve para fomentar la pereza mental en alumnos y pro- 
fesores. E implantar “reformas” que tiendan a desvalorizar el esfuerzo 
personal de los alumnos y a transformar a las escuelas secundarias en 
guarder(as, es optar por el subdesarrollo definitivo en la era de los gran- 
des desafíos tecnológicos. 

También formulamos votos para que los difíciles problemas que plan- 
tea la educación en esta época de crisis mo se resuelvan descargando el 
peso del esfuerzo sobre las ya muy castigadas espaldas de los docentes. æ 
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Algoritmos para el cálculo de 
algunas funciones elementales. 


C. Cabrelli, N. Fava y J. Fiora 
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Las funciones que se consideran en esta nota son funciones de R en R, 
es decir, funciones reales de variable real 

Un problema clásico en matemática es el siguiente: dada una función f, 
calcular el valor f(x) para cada x del dominio de f. 

Algunas veces la función admite una expresión que permite calcular 
efectivamente sus valores en un número finito de pasos u operaciones 
aritméticas elementales. Tal es el caso de una función polinómica 


plx)=a9+2a/x+...+23,xn 


así como el de cualquier función racional, que puede expresarse como el 
cociente de dos funciones polinémicas. En estos casos el valor f(x) 

se obtiene al cabo de un número finito fijo (independiente de x) de 

operaciones de suma, producto y cociente. 

Otras veces la función no admite una expresión de la cual resulte un 
método efectivo, finito, de cálculo y entonces para calcular sus valores 
deberá recurrirse a métodos numéricos que aproximen el valor f(x) con la 
precisión que se requiera. Ejemplos de este segundo tipo de funciones 


son la raíz cuadrada VX, las funciones circulares sen x, cos x, arc sen x y 
arc tg x, la función exponencial a* y la función logarítmica log, x. 

Una descripción detallada de los pasos a realizar para obtener f(x) a 
partir del dato x se llama un algoritmo para el cálculo de f. 

El estudio de algunos de esos algoritmos y su ejecución práctica es po- 
sible y adquiere un considerable valor formativo en la enseñanza media 
desde la aparición de los instrumentos electrónicos de cálculo (computa- 
doras y calculadoras con memorias, programables o no), que permiten 
realizar rápida y eficazmente las operaciones aritméticas elementales. 

Suponiendo que se ha construido una máquina capaz de realizar aque- 
llas operaciones, se plantea el problema de cómo hacer para incorporar 
a la misma algunas funciones usuales como las que hemos mencionado. 

Las modernas calculadoras científicas suelen tener incorporados los 
algoritmos que permiten calcular dichas funciones con sólo pulsar la te- 
cla correspondiente, eliminando la necesidad de las famosas tablas de va- 
lores que se usaban hasta hace relativamente poco tiempo. Surge enton- 
ces la pregunta de para qué estudiar esos algoritmos. 

Aparte de la natural curiosidad de conocer hasta donde sea posible el 
funcionamiento de las calculadoras electrónicas, existe otro motivo: con 
el avance de los estudios matemáticos el repertorio de funciones útiles 
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para las aplicaciones se amplió notablemente (función de error, función 
gama, funciones de Bessel, polinomios de Legendre y de Hermite, etc.). 


Si bien muchas de estas ''nuevas”' funciones han sido tabuladas para su 
uso, no es arriesgado conjeturar que en el futuro las extensas tablas de 
funciones serán reemplazadas por algoritmos eficientes para calcular sus 
valores, similares a los que se presentan en estas notas. 


Cálculo de ya (a>0) 


El algoritmo de la raíz cuadrada es fundamental, pues sirve de auxiliar 
para otros algoritmos. Sin embargo, por tratarse de un método muy co- 
nocido nos limitaremos a exponerlo brevemente, dejando como ejercicios 
las desigualdades que le sirven de fundamento teórico. 


Siendo a > O, consideremos la parábola 
y =x.—a 
cuyo vértice es el punto (o, —a). Dicha parábola corta al eje de las absci- 
sas en los puntos (ya, 0) y (— ya, 0). 
Consideremos ahora un punto (xo, Yo) de la parábola con abscisa po- 
sitiva (xo 0). 
La recta tangente a la parábola en el punto (xo, Yo) tiene la ecuación 
Y = Yo = 2Xo (x — xo), 
donde Yo = xš — a, por ser (xo, Yo) un punto de la parábola. 
Substituyendo en la ecuación anterior, obtenemos 
y — xi + a = 2xox — 2x 


Para obtener la abscisa del punto donde la recta tangente corta al eje 
de las abscisas, hacemos y = O en la última ecuación y despejamos x, 
con lo que obtenemos el valor 

2 + 
Xo a 1 a 
=— Xp FI 
2Xo 2 Xo 


` xXx] = 


Conviene ver la última ecuación como una transformación que al nú- 
mero positivo xo le asigna el número x; , también positivo. 

La figura 1 ilustra la construcción geométrica que permite obtener 
x, a partir de xo. | 
* A ‘simple vista puede apreciarse que x, > ya (la ¡gualdad vale si se 
elige ty e Va). 


Figura 1 


Ejercicio 1. Demuestre anal fticamente que cualquiera que sea xy > 0, se 
cumple x, > ya. 
Consideremos ahora la sucesión de números Xy, X1, X2, X3,..., defini- 


da a partir de un valor positivo cualquiera xy por la fórmula de recu- 
rrencia 


1 a 
Xn +1 == x + 


n 


Cada valor de esta sucesión se obtiene del anterior en la misma forma 
que hemos obtenido x, a partir de xs. 

Basándose en la construcción geométrica es fácil adivinar que a medida 
que n crece, el punto x, se acerca velozmente al punto y/a. La demostra- 
ción de este hecho está contenida en los ejercicios siguientes. 


Ejercicio 2. Demuestre que para todo n > 1 se cumple 


1 
O<x,+1 — va <— (x, — ya) 


Ejercicio 3. A partir del ejercicio anterior, usando inducción, demuestre 
que para todo n 2 1 se cumple 


0 < x, — /a < (1/2)"`1 (x, — val. 


La desigualdad del ejercicio 3 muestra claramente que la sucesión OCS) 
converge a la raíz cuadrada de a, cualquiera que sea el valor inicial xo, 
siempre qua sea positivo. 

En conclusión, el siguiente algoritmo, cuya explicación daremos, per- 


mite calcular a con toda la precisión de que sea capaz el instrumento de 
cálculo. 


35 


INGRESAR a 


y € (x + a/x) /2 


IMPRIMIR x 


FIN 


Una vez ingresado a, el algoritmo indica los siguientes pasos: 


1. Asignar a la variable y el valor 1. 
2. Asignar a la variable x el valor y. 
-3. Asignar a la variable y el valor (x + a/x)/2 
4. El rombo es siempre una pregunta. En este caso la pregunta es si y 
es distinto de x. Si la respuesta es S| debe volverse al paso 2; en ca- 
so contrario, el paso siguiente indica imprimir x que es la raíz de a. 


Funciones circulares 
1. Cálculo de sen x 


š Como es usual en trigonometría, convendremos en que la variable 


iie real x representa a la vez cuatro objetos: 


° un número real cualquiera. 

la longitud de un arco dirigido de la circunferencia unitaria con 
gen en el punto (1,0), con el convenio habitual acerca del senti- 
. do positivo (antihorario) de rotación. 


el | ángulo | central que abarca dicho arco. 
mi 


enci goritmo que deseamos exponer se basa en el hecho de 
ci uando >x X es suficientemente pequeño la máquina no puede distin- 
arco de seno, ya que la diferencia entre ambos cae por debajo 


para una calculadora común (entre ocho y 
E 104 entonces sen x =x. 


Ejemplos: 


sen 0.0001 = 0.0001, 
sen 0.0000903 = 0.0000903 


El profesor hallará fácil explicar este fenómeno en términos geomé- 
tricos intuitivos. Una explicación más precisa (que puede omitirse) se 
obtiene de la desigualdad 


1 
Ix—senxl <— Ix P 
2 


De ella se deduce que si x es del orden de 104, entonces la diferen- 
cia x -sen x es del orden de 10-13, número que en precisión ordinaria 
equivale a cero con respecto al anterior. Para comprenderlo mejor es 
conveniente realizar con una calculadora científica las operaciones 
10:4 + 10-13, El resultado en ambos casos será 10-4. 

Más generalmente, puede comprobarse que 

+ (1/2) x? = x si [x [< 104, 

Pasemos a estudiar el algoritmo. De la identidad trigonométrica 

sen 3x = 3 sen x — 4 sen? x = sen x (3 — 4 sen? x) 
se deduce que si s = sen x, entonces la asignación 
(1) s € s(3 — 4s?) 
produce el seno de 3x. 

Elijamos un entero positivo n suficientemente grande como para 
que la igualdad sen(x/3") = x/3" se cumpla para todos los arcos de un 
cierto intervalo |x | < A. 

Dando a la variable s el valor inicial x/3" y aplicando (1) n veces, 
el último valor de s será sen x. 


El siguiente diagrama describe un algoritmo para calcular sen x que 
permite apreciar la precisión que se alcanza con distintos valores de n. 


INGRESAR 


s + s(3 — 4s?) 


n+*+n-1 
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É El siguiente programa en lenguaje BASIC calcula sen x usando suce- 
ivamente los valores de n entre uno y diez. 


10 INPUT X 
20 FOR J=1 TO 10 
= 30N=J 
I  40S=X/3tN 
| 50S=Sz* (3-4*S12) 
60N=N-1 
70 IF N> 0 THEN GOTO 50 
O PRINT J,S 


Ejemplo. Cálculo de | 
sen 1 =.8414709848 


- 851851852 


Lo mejor para comprobar la eficiencia del algoritmo es asignar al ar- 
gumento x valores para los cuales se conoce el valor de sen x, como 
ocurre con los argumentos 7/6, 1/4, 7/3 y 7/2. 

Experimentalmente se observa que eligiendo n = 9 se obtiene el valor 
del seno con ocho dígitos exactos para los arcos del primer y del cuarto 
cuadrante. 

La siguiente es una explicación incompleta de este hecho: 


si lx | < + /2, entonces para que se cumpla 


Ix1/3" < 10* 
es suficiente elegir n = 9. Para completar la explicación habría que estu- 
diar la propagación del error en la ejecución del algoritmo. 

En todo caso la explicación dada permite comprender que la exacti- 
tud del resultado no puede mejorar mediante el simple expediente de 
elegir valores de n mayores que nueve; incluso podría empeorar al au- 
mentar el número de pasos a realizar, pues al trabajar con valores apro- 
ximados cada operación aritmética trae aparejado un cierto error numé- 
rico en el resultado. 


2. Cálculo de arc sen x y de arc tg x 

Un arco a del primero o del cuarto cuadrante (la| < 7/2) queda 
unívocamente determinado por el valor del número s= sen a. En tal 
caso se tiene c=cosa = y 1=s?, Nuestro problema ahora es: dado s 
calcular a (dado el seno calcular el arco). 

La idea del algoritmo consiste en construir recursivamente las suce- 
siones 

s, = 2" senla/2”), c, = cosla/2”), 

n=0,1,2,3,..., hasta llegar a un punto en que a/2” sea muy peque- 
ño, lo que puede apreciarse por el hecho de que para la máquina se 
cumpla c, = 1, y en tal caso se tendrá sen(a/2”) = a/2”, de donde 
O E Nótese que Sọ =s Y co = c. 

Sumando miembro a miembro las igualdades 


cos? (a/29+ 1) + sen2(a/2n tl) = 1 


cos? (a/2° +! ) — sen? (a/27+1) cos(a/2"), 


obtenemos 2 4, = 1+c, -Por otro lado, 
= e + + LAN 
sn = 2° sen(a/2°) = 2" Tl sen(a/2" T1) cos(a/27 1) =s L. Cai): 


Luego, las fórmulas s 


Catı AE ER 


permiten pasar 
+y al aae par S Valores (c 


a’ S,) al par siguiente (c at 
El . - i 
algoritmo se expresa en el Siguiente diagrama de flujo: 


1 


Es particularmente interesante la interpretación geométrica del algo- 
ritmo. La primera aproximación al valor del arco a es s, = 2 sen(a/2), 
que representa la longitud de la cuerda que subtiende el arco a, La 


segunda 


aproximación s, = 4 sen(a/4) es la longitud de la poligonal formada por 
las dos cuerdas que subtienden los arcos medios; y así siguiendo. 


Variando la entrada s el mismo algoritmo permite calcular la fun- 
ción arc tg x. 

En efecto, si x = tga, siendo como antes a un arco del primero o 
del cuarto cuadrante, entonces sena = x/ V1 + x?, y por consi- 
guiente, 


a = arctgx = arcsen (x/ y1+x?) 


La situación se resume en el cuadro siguiente 
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limitación 


ninguna 


Es ilustrativo y fácil escribir un programa que permita escribir en ca- 
da línea los valores sucesivos de s y c durante la ejecución del progra- 
ma, Ello permite apreciar en casos conocidos la velocidad con que la su- 
cesión (s, ) converge al valor del arco a. 


Ejemplo. Cálculo de arc sen(0.5) = x /6. 


¿ O pu Ex 
Cálculo de arc sen 1 = /2. e 


s c 
1.00000000 0.00000000 
1.41421356 0.70710678 
1.53073373 0.92387953 
1.56072258 0.98078528 
1.56827424 0.99518473 
1.57016558 0.99879546 
1.57063863 0.99969882 
1.57075690 0.99992470 
1.57078647 0.99998118 
1.57079386 0.99999529 
1.57079571 0.99999882 
1.57079617 0.99999971 
1.57079629 0.99999993 
1.57079631 0.99999998 
1.57079632 1.00000000 
1.57079632 1.00000000 
1.57079632 1.00000000 
1.57079632 1.00000000 
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GRAGEAS 


¿Son números los infinitésimos? Desde la creación del Cálculo Infini- 
tesimal en el siglo XVII hasta mediados del siglo XIX se habló de “'nú- 
meros infinitamente pequeños”; al advertir que tales “números” poseían 
una naturaleza contradictoria, se habló de “infinitésimos” sin aclarar 
de qué se trataba y se hicieron especulaciones metafísicas al respecto. 
En la segunda mitad del siglo XIX, y a partir de la obra de Weierstrass, 
fue quedando claro que los infinitésimos son funciones que tienen Ifí- 
mite cero, y así se los acepta en la actualidad. Pero en las últimas dé- 
cadas, los trabajos del lógico-matemático Abraham Robinson dieron 
origen al llamado “Análisis no standard”, en el cual se hace una exten- 
sión del sistema de los números reales, obteniendo así los llamados “nú- 
meros hiperreales”, Con este sistema se puede volver a considerar que los 
infinitésimos son números, pero no reales sino hiperreales. Con estos nue- 
vos infinitésimos la definición de límite adquiere una forma más senci- 
lla e intuitiva, y todas las estructuras del Análisis pueden estudiarse bajo 
Una nueva luz. 


43 


por Prof. Elena García 


Los algoritmos y sus elementos básicos 


La comprensión de un algoritmo se basa en la comprensión de las ac- 
ciones que lo componen y el modo de encadenarlas. 

Conocer como controlar el flujo de las operaciones es imprescindible 
para construir algoritmos, que junto con las estructuras de datos son los 
conceptos fundamentales en la concepción de programas. 


Procesos, esquemas, algoritmos 
Supongamos que para determinar el máximo común divisor de 128 y 

56, y el de 40 y 225 usamos un mismo programa de computación, por 
ejemplo el siguiente escrito en BASIC: 

10 REM MAXIMO COMUN DIVISOR DEM Y N 

20 INPUT “M="":¡M 

30 INPUT “N = ”;N 

40 R=M- N * INT (M/N) 

50 IF R =0 THEN 90 

60M=N 

70N=R 

80 GOTO 40 

90 PRINT “EL MAXIMO COMUN DIVISOR ES = ”;B 
100 END 


primera ejecución del programa los datos serían A=128 y B=56, 
Itado 8 y en la segunda ejecución los datos serían 40 y 225 y la 


Analicemos ambos procesos. Evidentemente no podemos decir que son 
pues varían los datos y los resultados, el bloque de sentencias 


los valores almacenados en la variable R a lo largo de 
son diferentes, etc. 

mos decir que en ambas oportunidades el programa actuó 
f go en común en ambos procesos: el esquema de 


un acontecimiento más o menos complejo para cuya 
acciones más elementales, organizadas 


La computación como recurso. — 


en el tiempo, cuyo efecto acumulativo es el mismo que el producido por 
el proceso en cuestión”. (Peyrin). 

En el análisis de un proceso no sólo interesa conocer las acciones que 
lo componen, sino cómo se encadenan, cuántas veces se ejecutan, etc 

Cuando al reconocer características esenciales comunes a varios proce- 
sos, se los agrupa obviando los detalles que los diferencian se obtiene un 
esquema de comportamiento de ese conjunto de procesos. La descripción 
de esa esquematización recibe el nombre de algoritmo 

Destaquemos que un algoritmo describe un conjunto de procesos en 
un solo texto. Es esta abstracción desde los procesos particulares al es- 
quema general la actividad fundamental de la programación. 

“Los algoritmos en el sentido más general, son recetas para conjuntos 
de procesos de control o manipulación de datos” dice Niklaus Wirth en el 
prefacio de su libro “Introducción a la programación sistemática”. 

El lenguaje utilizado al presentar un algoritmo debe ser claro y preciso. 
La lectura de un algoritmo debe permitir saber cómo producir un aconte- 
cimiento determinado. Al ser una secuencia de operaciones es necesario 
saber interpretar no sólo las acciones que lo componen sino también la 
forma en que se suceden. 


Acción 


La noción de “acción” es una de las más importantes nociones primiti- 
vas inherentes a la programación. 
Tratemos de caracterizarla: 


a) Toda acción requiere la existencia de uno o varios objetos sobre los 
cuales es ejecutada. 


Se imprime un texto 
Se ordenan los elementos de un vector 


Se abre un archivo 


Leer, emitir, grabar, asignar, ordenar, son acciones usadas con frecuen- 
cia en procesos computacionales. Al enunciarlas en un algoritmo debe- 
mos siempre indicar sobre quienes actúan, esto es precisar qué objetos: 
variables, archivos, registros, etc., variarán su estado gracias a la ejecución 
de esta acción. 


b) Las acciones que interesan en programación no se producen espontá- 
neamente: son realizadas por un actor o ejecutante. De ese actor o ejecu- 
tante sólo es preciso asegurarse que comprenda el lenguaje en el que se 
enuncia la acción y sea capaz de ejecutarla. El léxico utilizado en el desa- 
rrollo del algoritmo fija el nivel de competencia del ejecutante: 


1) “Asigne a P el valor medio entre A y B“ 
2) “Asigne a P el valor de (A + B)/2” 


Las acciones especificadas en los enunciados (1) y (2) tienen el mismo 
efecto pero el primer enunciado presupone un nivel de competencia más 
complejo en el ejecutante: deberá saber cómo calcular valores medios, en 
cambio para interpretar correctamente el segundo enunciado sólo deberá 
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saber sun:ar y dividir, además de asignar. 


c) Las acciones deben estar limitadas en el tiem 
nita. Se podrá reconocer entonces un instante 
ción y un instante final al terminar la ejecución. 


po, tener Una duración fi. 
Inicial al comenzar la ac- 


d) Para poder reconocer el efecto de una acción n 
que al variar sus valores, nos informen de los ca 
sistema al ejecutarse la acción. 


Analicemos el siguiente resultado: 


“Asignar a la variable C el producto de los val 
variables A y B”  (C+A*B) 


En este caso los indicadores son las variables A, B 
sus respectivos valores son 30, 1.5 y 8 al finalizar la 
ción enunciada sus valores serán 30, 1.5 y 45. El cam 
objeto sobre el que se realizó la acción de asignar, no 
los efectos de la acción. 

Los valores de los indicadores constituyen la “información” 
ma. (Información de entrada en el instante inicial de la acción e 
ción de salida en el instante final). En un instante t del proceso e 
to de los valores de todos los indicadores conforman o determi 
tado del sistema en ese instante. 

El estado inicial del sistema son los datos de la acción o proceso y el 
estado final el resultado. 

Especificar una información es aclarar que mide o evalúa el indicador 
respectivo. En nuestro ejemplo A podría indicar las horas trabajadas por 
un operario, B el valor hora y C la suma a cobrar por ese Operario, 


ecesitamos indicadores 
mbios producidos en el 


orres almacenados en las 


y C. Si inicialmente 
ejecución de la ac- 
bio producido en G 
S permite reconocer 


del siste- 
informa- 
| conjun- 
nan el es- 


e) Las acciones deben ser tales que produzcan resultados previsibles y de- 
finidos; para así, conociendo las condiciones iniciales de un sistema, po- 
der predecir cuál será su estado al concluir la ejecución de una determina- 
da acción. 

Especificar una acción es definir con claridad sus efectos. 


Composición de acciones 


Tan importante como definir las acciones que conforman un proceso 
es determinar cuál es la secuencia adecuada en que deben ejecutarse. 


_ a) Ejecución secuencial: 
Es la ejecución incondicional de una acción tras otra. Sólo deben 
unciarse en el orden correcto y se efectuarán sin otro control, siempre 
cuando las condiciones finales de una acción coincidan o impliquen las 
jones iniciales de la acción inmediata siguiente. 

les A, y A; con condiciones iniciales |, y l} respectiva- 
RU 

-ondiciones finales F), Fz. 


Para componerlas secuencialmente es necesario que F, l} (F, impli- 


que l2). El proceso resultante de la composición tendrá condición inicial 
l, y condición final F,. 


ejecución secuencial 


Ejemplo: 
comienzo 
leer A LEAR 
B<A*3 


emitir B B 
fin 


b) Ejecución condicional 


Indica que una ovarias acciones sólo se ejecutarán bajo ciertas condi- 
ciones. Se indica así: 


si condición entonces acción 


Un proceso de estas características implica primero la observación del 
estado del sistema a fin de determinar si se cumple o no la condición es- 
tablecida, y luego la ejecución de la acción si la condición fue satisfecha. 

En caso de que la condición no fuera satisfecha por el estado inicial 


del sistema el proceso termina en la observación. 
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F Ejecución Condicional 


El proceso tiene condición inicial | y condición final F. 
La acción-A tiene condición inicial l, y condición final Est 
Para lograr una ejecución coherente debe verificarse que 


TAPED 
Ly PEDR 
FDF 


La condición P es una expresión booleana y la acción —A puede ser 
una acción elemental o un conjunto de acciones. 


Ejemplo: 
siA<>0 entonces C + 1/A 


condición acción 


En este caso se asigna a C el inverso multiplicativo de A siempre y 
cuando A no tenga valor cero. 
El diagrama de flujo correspondiente es 


A uama sa 


> — 


La composición alternativa 
si condición entonces acción — ] 
sino acción — 2 
cuyo diagrama es 


OA ———  _ 


Ejecución alternativa 


requiere que verifiquen las Siguientes condiciones 


l'API, 
la NE 
F, 3 F 
ED E 


Ejemplo 
si A >= B entonces emitir A;B 
sino emitir B;A 


Esta composición alternati mi 
: va emite los valores almacenados as 
° nados e a- 
riables y B en orden decreciente, El Correspondiente di s: ay 
a AyB tagrama de flu- 


c) Ejecución iterativa: 
Permite la ejecución reiterada de una misma acción. 
Tiene la forma 


mientras condición—1 hacer acción—1 


Se ejecuta la acción—1 siempre y cuando sea satisfecha la condi 
Si las condiciones iniciales del sistema son tales que no verifica 
dición enunciada, la acción—1 no se ejecutará ninguna vez. Nor 
te la acción—1 no es una acción elemental sino un conjunto o b 
acciones, una de las cuales modifica el valor de la condición d 
para evitar que el ciclo se repita indefinidamente. 


ción—1. 
n la con- 
malmen- 
loque de 
e control 


Ejecución iterativa 


requiere que se verifiquen las siguientes condiciones 


IRALPAD Ll; 
¡PES PDF 
FROTI 


Como la acción—1 puede ejecutarse varias veces, su estado final debe 
ser coherente con su estado inicial, precisado por la condición de conti- 
nuación. 

Si bien suelen usarse otras formas de ejecución iterativa, la más segura 
es la presentada. 


Ejemplo 
N “1 
mientras N 100 hacer 
emitir N; 
NN+1 
f mientras 


Su diagrama de flujo es 


50 
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Esta composición iterativa permite emitir los números impares com- 
prendidos entre 1 y 100. 


Conclusiones 


Para escribir un programa es impresicindible primero, definir con cla- 
ridad el problema a resolver, esto es conocer el estado inicial y final del 
conjunto de procesos a describir. Una vez aclarado cuál es el resultado 
esperado al utilizar el programa, “el esfuerzo mayor reside en la concep- 
ción y verificación del algoritmo subyacente”. Para esta tarea es necesa- 
rio descubrir los estados intermedios entre el estado inicial y el final, ca- 
da uno de estos estados corresponde al encadenamiento de dos acciones. 
Por eso la noción de acción y las distintas formas de composición resul- 
tan ser elementos básicos de los algoritmos, fundamentales en la tarea 
de programar. 


Bibliografía: 


— "Introducción a la programación sistemática”: Niklaus Wirth 
— “Algorítmica y Representación de datos”: Lucas, Peyrin, Scholl 


GRAJEAS 


¿Pueden atrasar dos relojes, cada uno con respecto al otro? La Teoría 
Especial de la Relatividad establece que, si S y S' son dos sistemas de 
referencia tales que S' se mueve respecto de S con velocidad constante 
v, entonces S se mueve respecto de S' con velocidad constante —v. En 
tales condiciones, los relojes de S' (“mirados” desde S) atrasan con res- 
pecto a los relojes de S, y también los relojes de S (“mirados” desde 
S') atrasan con respecto a los relojes de S’. 


51 


Bibliografía. 


UN LIBRO ORIGINAL Y FASCINANTE 


BORGES ALGUNAS VECES 


Alfredo R. Palaci 
MATEMATIZA q Y José María Ferrero 


Ediciones del 80, La Plata 


Acaba de ser publicado por Ediciones del 80 (La Plata 
veces matematiza”, de Alfredo R. Palacios (profesor de 
Ferrero (profesor de Castellano y Literatura). Se trata d 
rimento que trata de unificar en una misma tarea, bajo | 
tor cuyo nombre figura en el título, los procesos intelec 
des lógicas, matemáticas y literarias, con algunas referen 
les, como las artes plásticas, por ejemplo. Para dar una ¡ 
esta original obra, transcribimos algunos párrafos de la 
pecialmente por Jorge E. Bosch: 

“He aquí una propuesta original, y un desafío. En nuestra época se habla mucho 
de trabajo interdisciplinario, de síntesis conceptual, de enfoques no tradicionales 
pero muy a menudo —demasiado a menudo— esas palabras constituyen meras decla. 
raciones que, a su vez, encubren ideas confusas e ineficacia operativa. 

Se trataba de establecer una íntima conexión entre los mecanismos con que la 
mente humana aborda la comprensión estético-literaria, por una parte, y la organiza- 
ción lógico-matemática, por la otra: magnífica oportunidad para ejercer el curande- 
rismo. Pero, en contra de lo que hubiera podido pronosticar un cálculo probabilfs- 
tico basado sobre las evidencias de nuestro tiempo, este libro cumple aquel objeti. 
vo en forma sería y profunda. Por sobre todas sus cualidades deseo destacar la serie- 
dad, rara avis en el aquelarre que se ofrece a diario a nuestra juventud, plagado de 
fórmulas permisivas y facilistas, de fruslerías baratas y de una música adecuada para 
reemplazar la emoción reflexiva por la sumisión hipnótica. ' 

“La solución pragmática que aquí se presenta es, precisamente, el resultado y la 
decantación final de una adecuada combinación de experiencia y reflexión teórica. 
Los autores proponen una gran cantidad de actividades, pero no dejan al joven alum- 
no inerme ante un desproporcionado desafío, ni lo adulan confiándolo a un espon- 
taneísmo supuestamente liberador —que termina en esclavitud ante las durezas in- 
clementes de la realidad— sino que le suministran apoyos conceptuales, guías de tra- 
bajo, orientaciones y ejemplos en abundancia. 

“Claro que se presenta aquí una novedad fundamental se requiere una estrecha 
colaboración entre el profesor de Lengua y Literatura y el de Matemática, con la 
bienvenida contribución —si se da el caso— de los profesores de Filosofía y de Arte. 
Pero esta colaboración está sugerida por el texto mismo, de modo que los profeso- 
res no la sentirán como una carga, sino como una fascinante oportunidad de trabajo 
no convencional.” 


) el libro “Borges algunas 
Matemática) y José María 
e un interesantísimo expe- 
a advocación del gran escri. 
tuales que rigen las activida. 
cias a otros ámbitos cultura- 
dea acerca del contenido de 
"Presentación", escrita es. 
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Se presenta, pues, una ODortunidad realmente novedosa para lot protecria de 
Matemática y de Lengua El título del libro es una paráfrasis de una frasa de Pla 
tón: “Dios algunas veces geometriza ¿E nombre de Borges fus colocado an el ti 
tulo cuando el autor de “El Aleph” aún vivía, y responde pianamente al espíritu 
de esta obra. Vale la pena hacer notar que este libro fue precedido por otra pubit 
cación de los mismos autores, concebida con las mismas ideas y el mismo estilo 
"Hacia el diálogo codisciplinario" (Gram Editora, Buenos Aires, 1988) Estos textos 
sugieren un nuevo camino para despertar el interés de los alumnos y para unir en y 


à común —Ilena de experiencias estimulantes— a maestros y discípulos 


GEOMETRIA DE TORTUGA 


EL ORDENADOR COMO MEDIO Harold Abelson y Andrea Di Sessa 
DE EXPLORACION DE El Amia OS 
EXPLORACION DE LAS MATEMATICAS = 


Este texto se ha desarrollado a partir del material elaborado en los últimos de 
años en el Instituto de Tecnología de Massachusetts, y utilizado por estudiantes de 
los Seminarios del Departamento de Matemáticas de la División para el Estudio e In 
vestigación en Educación. 

Aunque el libro está dirigido a estudiantes, pretende llegar también a los educa 
dores en matemáticas “que están considerando la utilización de ordenadores en su 
enseñanza pero no están satistechos con la enseñanza asistida por ordenador super 
ficial ni con las simulaciones "inserte los parámetros vea el resultado' e as 
las formas predominantes de utilización del ordenador en la educación" 

El principal objetivo de los autores es fomentar un estilo de educación donde “al 
aprendizaje a través del descubrimiento” se convierta en algo más que una frase bien 
intencionada, y a lo largo de los capítulos de la obra llevan al lector al deseubrimien. 
to de la geometría, partiendo de las nociones más elementales hasta llegar a concep- 
tos tan abstractos como el espacio curvo y la Relatividad General Es esta una obra 
que seguramente será muy apreciada por los seguidores de Seymour Paper 


GRAJEAS 


¿Qué es el Programa de Erlangen? Se llamó así a un famoso trabajo del 
matemático alemán Félix Klein, publicado en 1872. En ese trabajo, 
Klein proponía estudiar toda la geometría tomando como principal 
herramienta la teoría de los grupos de transformaciones. Este punto de 
vista tuvo una gran influencia en el desarrollo y en la interpretación de 
la geometría. En la actualidad se ha ampliado la propuesta de Klein y 
se estudian las llamadas “variedades diferenciables” mediante los pseu- 
dogrupos de transformaciones. Se rescata así en la geometría moderna 
el espíritu del Programa de Erlangen. 


Diálogo con los lectores. 


Prof. Roberto P.J. Hernández 


Iniciamos esta sección res i 
colega Profesor 
códigos” 


(mulada por la 
¡ de matri problomas de 
Una aplicación posible sería edo 


técnicas i sn 
j ' desarrollar 
del mensaje, es decir, 


a la biyección teris, que au 
m 43 Te de a Z e 
SADA A AAN 


OO 11120139314 


NINO PRO GY S TU 

VWE X 
102010 27m8 192012177 23 24 25 28 a 
Si se trata de transmitir la orden BAJE, debiera transmitirse 2-1-10-5 


cuya interpretación es elemental, Para complicar el código escribamos es- 
tos números en forma de matriz 


“l 
u= 
10 5 


Si el mensaje tuviera más de 4 letras, lo dividiríamos en grupos de 4 


(añadiendo, si fuera necesario, ceros al final) y formarlamos varias ma- 
trices del tipo anterior, 


Se elige entonces una matriz “clave”, que tenga inversa, por ejemplo: 


2 3 2 3 


122 —1 2 


La matriz inversa C™ sa llama “descitrador” A partir de la matriz u 
mediante la clave 50 forma la matriz 


2:3 rA, A 17 
Cu» ( ` ( "Mi 
1724 10 5 22 11 


y el mensaje cifrado a transmitir es 34-17-22-11. Recibido esto men 
saje, para descifrarlo, se multiplica Me por C™ resultando la matriz u 
y por tanto 2-1-10-5 que determina la orden BAJE 

Cabe realizar multitud de variantes, desde usar matrices de mayor di 
mensión, lo que genera cada vez mayores dificultades en al descubri 
miento de la clave, hasta modificar la expresión de Mc de alguna mane- 
ra, por ejemplo reduciendo sus elementos módulo 28 y luego enviar el 
mensaje por las letras correspondientes. En el ejemplo anterior, los ele 
mentos de Mc, módulo 28, son 6-17-22-11 y el mensaje a transmitir 
sería FOTK. 

Como ejemplo se propone descifrar el mensaje ODKXSFKC enviado 
según la clave anterior. s 


LA MEJOR MANERA DE VIAJAR 


o PASAJES 
HOME CEIS 
EXCURSIONES 
AUTOMOVILES 
CEB UENS VASE 


Buenos Aires: Av. de Mayo 1373 - Tel. 37-5614/5571 
AGENCIAS PROPIAS EN: 


ESPAÑA: 


Madrid: Clavel, 5 esq. Gran Vía - Tel, 221-1020 - 7424 - Telex 42068 
Barcelona: Rambla de Cataluña, 13 - Tel. 302-0526 - 0572 - Telex 51279 
Oviedo: Uria, 78 - Tel. 21-6295 - 0864 - Telex 89974 

Santiago de Compostela: Hórreo, 5 - Tel. 58-5900 - 5021 - Telex 82014 


VENEZUELA: 
Caracas: Esquina Peligro - Edif Arno (Candelaria) - Tel 572-2225 - 572-4098 


| 


SEXTO CONGRESO INTERNACIONAL 
SOBRE EDUCACION MATEMATICA (ICMEG) 


El programa del ICMEG (sobre cuya realización diéramos un anun- 


cio preliminar) ha comenzado a tomar forma. Se han i 
grupos de “acción” y grupos "temáticos", conferencias rd y 
subplenarias, exposiciones y comunicaciones breves. Los recta 
en recibir la información completa sobre las actividades y responsa- 
bles de las mismas deberán enviar la ficha de prelnscripción (o una 
fotocopia) a la brevedad posible; recibirán entonces; 


— detalles dul programa 

— formularios para reservas 
— formularios de registro 

— detalle de eventos sociales 
— Informaciones de viaje 


PRE-REGISTRATION FORM 


Title Family name Given nano Sex: M F 


Institution .....UUUUU nena 


Postal address I require mora Information on 


. tours in Hungary O 


| am interested in the work of Action Groups CO, Time Groups CI) 
Topic Areas CII]. Suggestud new topics ...............uuu——— 11m1 


1 want to read a paper on the following topic: ................... u. u... 
| expect to be accompanied by O family members. 
| expect to have accommodation in a student hostel O 

ahotel of xxx Ü] , xxxx [J , xxxxx C) 
A detailed Second Announcement will be sent to you l| you inmplete this 
form and return it by March 1987, to 
ICME:6 János Bolyai Mathematical Society 


H-1061 BUDAPEST Anker kôz 1-3. Hungary 


D. "7 sisi 


DE UNA BUENA IMPRESION 


para ello confie a 


Fini 


sus afiches, folletos, revistas, 
papelería en general, etc. 


SAN JOSE 133 (1076) CAPITAL - TEL. 38-5807 
LAVALLEJA 712 (1414) CAPITAL - TEL. 854-7082 


manu TT Y F 0 1 L 


aaa aaa? 


